
L X X М О С К О В С К А Я М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я О Л И М П И А Д А

4 марта 2007 года 10 класс

1. На сторонах единичного квадрата отметили точки K, L, M

и N так, что прямая KM параллельна двум сторонам квадрата,

а прямая LN — двум другим сторонам квадрата. Отрезок KL от-

секает от квадрата треугольник периметра 1. Треугольник какой

площади отсекает от квадрата отрезок MN?

2. Можно ли покрасить 15 отрезков, изображен-

ных на рисунке, в 3 цвета так, чтобы никакие 2 от-

резка одного цвета не имели общего конца?

3. Существуют ли такие натуральные числа x и

y, что x2
+ x + 1 является натуральной степенью y, а

y2
+ y + 1 — натуральной степенью x?

4. Капитан Врунгель в своей каюте раскладывает пасьянс. Пе-

ретасованная колода из 52 карт разложена по кругу, одно место

свободно. Матрос Фукс, не отходя от штурвала и не зная началь-

ной раскладки, называет карту. Если эта карта лежит рядом со

свободным местом, Врунгель передвигает ее на это место, не со-

общая Фуксу. Иначе ничего не происходит. Потом Фукс называ-

ет еще одну карту, Врунгель совершает аналогичное действие, и

так сколько угодно раз, пока Фукс не скажет «хватит». Фукс вы-

играет, если скажет «хватит» в тот момент, когда каждая карта

окажется не на том месте, на котором была вначале. Может ли

Фукс выиграть наверняка?

5. Треугольник ABC вписан в окружность с центром в O. X —

произвольная точка внутри треугольника ABC, такая, что 6 XAB=

6 XBC=f, а P — такая точка, что PX⊥OX, 6 XOP=f, причем углы
6 XOP и 6 XAB одинаково ориентированы. Доказать, что все такие

точки P лежат на одной прямой.

6. С ненулевым числом разрешается проделывать следующие

операции: x 7→
1 + x

x
, x 7→

1−x

x
. Верно ли, что из каждого ненуле-

вого рационального числа можно получить каждое рациональное

число с помощью конечного числа таких операций?

Закрытие олимпиады состоится 18 марта 2007 г. Подробная информа-

ция (задачи, решения, результаты, информация о закрытии) на сайте

www.mccme.ru



LXX Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà11 êëàññ1. Êðóãëàÿ ìèøåíü ðàçáèòà íà 20 ñåêòîðîâ, êîòîðûå íóìåðóþòñÿ ïî êðó-ãó â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå ÷èñëàìè 1; 2; : : : ; 20. Åñëè ñåêòîðû çàíóìåðîâàíû,íàïðèìåð (êàê ïðè èãðå â äàðòñ), â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå1; 20; 5; 12; 9; 14; 11; 8; 16; 7; 19; 3; 17; 2; 15; 10; 6; 13; 4; 18;òî íàèìåíüøàÿ èç ðàçíîñòåé ìåæäó íîìåðàìè ñîñåäíèõ (ïî êðóãó) ñåêòîðîâðàâíà 12 � 9 = 3 (èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå). Ìîæåò ëè óêà-çàííàÿ âåëè÷èíà ïðè íóìåðàöèè â äðóãîì ïîðÿäêå áûòü áîëüøå 3? Êàêîâîíàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû?2. Çíà÷åíèå a ïîäîáðàíî òàê, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ïåðâîãî èç óðàâíåíèé4x � 4�x = 2 
osax; 4x + 4�x = 2 
osax+ 4ðàâíî 2007. Ñêîëüêî êîðíåé ïðè òîì æå a èìååò âòîðîå óðàâíåíèå?3. Êàêèì ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷è-ñåë, åñëè îíî êðàòíî êàæäîìó èç íèõ, óìåíüøåííîìó íà 1? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.4. Òî÷êà O ëåæèò â îñíîâàíèè A1A2 : : : An ïèðàìèäû SA1A2 : : : An, ïðè-÷åì SA1 = SA2 = : : : = SAn è \SA1O = \SA2O = : : : = \SAnO: Ïðè êàêîìíàèìåíüøåì çíà÷åíèè n îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SO � âûñîòà ïèðàìèäû?5. Êâàäðàò ñîñòîèò èç n�n êëåòîê: äâå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëîâûå êëåò-êè � ÷åðíûå, à îñòàëüíûå � áåëûå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áåëûõêëåòîê äîñòàòî÷íî ïåðåêðàñèòü â ÷åðíûé öâåò, ÷òîáû ïîñëå ýòîãî ñ ïîìî-ùüþ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòîÿùèõ â ïåðåêðàøèâàíèè âñåõ êëåòîê êàêîãî-ëèáîñòîëáöà èëè êàêîé-ëèáî ñòðîêè â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò, ìîæíî áûëî ñäå-ëàòü ÷åðíûìè âñå êëåòêè ýòîãî êâàäðàòà?6. Òî÷êè A0, B0 è C 0 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA è AB òðåóãîëüíèêàABC ñîîòâåòñòâåííî, à BH � åãî âûñîòà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïèñàííûåîêîëî òðåóãîëüíèêîâ AHC 0 è CHA0 îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó M ,îòëè÷íóþ îò H , òî \ABM = \CBB0.7.Ìèøà ìûñëåííî ðàñïîëîæèë âíóòðè äàííîãî êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäè-óñà âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé öåíòð êðóãà, à Êîëÿ ïûòàåòñÿóãàäàòü åãî ïåðèìåòð. Çà îäèí øàã Êîëÿ óêàçûâàåò Ìèøå êàêóþ-ëèáî ïðÿ-ìóþ è óçíàåò îò íåãî, ïåðåñåêàåò ëè îíà ìíîãîóãîëüíèê. Èìååò ëè Êîëÿâîçìîæíîñòü íàâåðíÿêà óãàäàòü ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà:à) ÷åðåç 3 øàãà ñ òî÷íîñòüþ äî 0,3;á) ÷åðåç 2007 øàãîâ ñ òî÷íîñòüþ äî 0,003?Ìîñêâà, 4 ìàðòà 2007 ã.Çàêðûòèå îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ â �ëàâíîì çäàíèè Ì�Ó 18 ìàðòà 2007 ã.Âñå ðåçóëüòàòû è àêòóàëüíàÿ èí�îðìàöèÿ � ñì. ñàéò http://www.m

me.ru.
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L X X М О С К О В С К А Я М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я О Л И М П И А Д А

4 марта 2007 года 8 класс

1. За первый год население некоторой деревни возросло на n

человек, а за второй — на 300 человек. При этом за первый год

население увеличилось на 300%, а за второй — на n%. Сколько

жителей стало в деревне?

2. Дано натуральное число N. Для того, чтобы найти целое чис-

ло, ближайшее к
√

N, воспользуемся следующим способом: най-

дем среди квадратов натуральных чисел число a2, ближайшее к

числу N; тогда a и будет искомым числом. Обязательно ли этот

способ даст правильный ответ?

3. В футбольном чемпионате участвовали 16 команд. Каждая

команда сыграла с каждой по одному разу, за победу давалось 3

очка, за ничью 1 очко, за поражение 0. Назовем команду успеш-

ной, если она набрала хотя бы половину от наибольшего возмож-

ного количества очков. Какое наибольшее количество успешных

команд могло быть в турнире?

4. В треугольник ABC с прямым углом C вписана окружность,

касающаяся сторон AC, BC и AB в точках M, K и N соответствен-

но. Через точку K провели прямую, перпендикулярную отрезку

MN. Она пересекла катет AC в точке X. Докажите, что CK = AX.

5. Капитан Врунгель в своей каюте разложил перетасованную

колоду из 52 карт по кругу, оставив одно место свободным. Мат-

рос Фукс с палубы, не отходя от штурвала и не зная начальной

раскладки, называет карту. Если эта карта лежит рядом со сво-

бодным местом, Врунгель ее туда передвигает, не сообщая Фуксу.

Иначе ничего не происходит. Потом Фукс называет еще одну кар-

ту, и так сколько угодно раз, пока сам не скажет «стоп». Может

ли Фукс добиться того, чтобы после «стопа» каждая карта навер-

няка оказалась не там, где была вначале?

6. В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны AB, BC и CD

равны, M — середина стороны AD. Известно, что угол BMC равен

90◦. Найдите угол между диагоналями четырехугольника ABCD.

Закрытие олимпиады состоится 18 марта 2007 г. Подробная информа-

ция (задачи, решения, результаты, информация о закрытии) на сайте

www.mccme.ru



L X X М О С К О В С К А Я М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я О Л И М П И А Д А

4 марта 2007 года 9 класс

1. Номер нынешней олимпиады (70) образован послед-

ними цифрами года ее проведения, записанными в обрат-

ном порядке. Сколько еще раз повторится такая ситуация

в этом тысячелетии?

2. На параболе y = x2 выбраны четыре точки A, B, C, D

так, что прямые AB и CD пересекаются на оси ординат.

Найдите абсциссу точки D, если абсциссы точек A, B и C

равны a, b и c соответственно.

3. Найдите все возрастающие конечные арифметические

прогрессии, которые состоят из простых чисел и у которых

количество членов больше, чем разность прогрессии.

4. Выпуклая фигура F обладает следующим свойством:

любой правильный треугольник со стороной 1 можно па-

раллельно перенести так, что все его вершины попадут на

границу F. Обязательно ли F — круг? (Фигура называется

выпуклой, если отрезок, соединяющий любые две ее точки,

целиком лежит внутри фигуры.)

5. В однокруговом футбольном турнире играли n >4 ко-

манд. За победу давалось 3 очка, за ничью 1, за проигрыш

0. Оказалось, что все команды набрали поровну очков.

а) Докажите, что найдутся 4 команды, имеющие поров-

ну побед, поровну ничьих и поровну поражений.

б) При каком наименьшем n могут не найтись 5 таких

команд?

6. Стороны треугольника ABC видны из точки T под уг-

лами 120◦. Докажите, что прямые, симметричные прямым

AT, BT и CT относительно прямых BC, CA и AB соответ-

ственно, пересекаются в одной точке.

Закрытие олимпиады состоится 18 марта 2007 г. Подробная информа-

ция (задачи, решения, результаты, информация о закрытии) на сайте

www.mccme.ru


