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2. Íàéäèòå îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ôóíêöèè f(x) = x5−5x3−5x2+1 îò å¼ íàèìåíüøåé
òî÷êè ýêñòðåìóìà äî íàèáîëüøåé.

Îòâåò: −202
3

Ðåøåíèå: Èùåì ýêñòðåìóìû, äëÿ ÷åãî íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) = 5x4−15x2−10x = 5x(x3−3x−2) = 5x(x3−4x+x−2) = 5x(x(x2−4)+(x−2)) =

5x(x− 2)(x(x+ 2) + 1) = 5x(x− 2)(x+ 1)2.

Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ −1, 0, 2, íî çíàê ìåíÿåò òîëüêî â 0 è 2. Òî÷êà −1
íå òî÷êà ýêñòðåìóìà, ïîýòîìó èíòåãðàë íàäî áðàòü îò 0 äî 2.∫ 2

0

x5 − 5x3 − 5x2 + 1 dx =
x6

6
− 5x4

4
− 5x3

3
+ x

∣∣∣∣2
0

=

=
64

6
− 5 · 16

4
− 5 · 8

3
+ 2 = 10

2

3
− 20− 13

1

3
+ 2 = −202

3
.

3. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, çàäàííîé ðåêóððåíòíî: zn = z3n−1 + 1,
z0 = 1 + i.

Îòâåò: ∞.
Ðåøåíèå: Ïîñìîòðèì íà ìîäóëè ÷èñåë. Ìîæíî îöåíèòü, ÷òî

|zi−1|3 − 1 6 |zi| 6 |zi−1|3 + 1.

Òî åñòü, åñëè |zi| > α, ãäå α3−1 = α (α � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû è
ïðÿìîé y = x), òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â äàëüíåéøåì |zi| óñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè. Ìîäóëü |z0| =

√
2. Òàê êàê 2

√
2− 1 >

√
2, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî |zi| > α, ìîäóëè

|zi| íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò, è ïîýòîìó ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.



4. Íà îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 íàóãàä âûáèðàåòñÿ òî÷êà (ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
ðàâíîìåðíîå). Íàéäèòå äèñïåðñèþ êîîðäèíàòû y ýòîé òî÷êè.

Îòâåò: 0.5

Ðåøåíèå: Âûáðàòü òî÷êó íà îêðóæíîñòè � âñ¼ ðàâíî, ÷òî âûáðàòü óãîë. Ïîëó÷àåòñÿ,
ó íàñ åñòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñî çíà÷åíèÿìè îò 0
äî 2π. Ïëîòíîñòü ξ ðàâíà 1

2π
. À êîîðäèíàòà y âûáðàííîé òî÷êè âûðàæàåòñÿ êàê

sin ξ. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî
∫ 2π

0
1
2π

sinx dx = 0, à äèñïåðñèÿ, â ñâîþ

î÷åðåäü, ðàâíà
∫ 2π

0
1
2π

sin2 x dx− 0 = π
2π

= 0.5.

5. Äàíà ìàòðèöà

A =

7 3 1
3 −2 1
0 1 0


×åìó ðàâíà A−2?

Îòâåò:

1

4

 4 −9 −31
−3 7 23
−18 41 143


Ðåøåíèå: Îáðàùàåì ìàòðèöó A ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óìíîæà-
åì ðåçóëüòàò ñàì íà ñåáÿ.

6. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′′′ + y = sin x
2
.

Îòâåò:

c1 · e−x + c2 · e
x
2 cos

√
3x

2
+ c3 · e

x
2 sin

√
3x

2
+

8

65
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x

2
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1

65
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x

2
.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå � ëèíåéíîå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä λ3 + 1 = 0. Êîðíè ðàâíû −1, 1

2
+
√
3
2
i, 1

2
−
√
3
2
i. Ïðàâàÿ

÷àñòü � ñïåöèàëüíîãî âèäà, åé ñîîòâåòñâóåò ÷èñëî ± i
2
. Åãî êðàòíîñòü ñðåäè êîðíåé

íóëåâàÿ. Îòñþäà íàõîäèì âèä ðåøåíèÿ

c1 · e−x + c2 · e
x
2 cos

√
3x

2
+ c3 · e

x
2 sin

√
3x

2
+ A cos

x

2
+B sin

x

2
.

Çíà÷åíèÿ A è B îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå.

7. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-
íàò è îáðàçóåò îäèíàêîâûå óãëû ñ âåêòîðàìè a = (7, 4, 4), b = (8, 4, 1) è c = (2, 2, 1).

Îòâåò:
x

3
=
y

2
=
z

1
.

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà íàéä¼ì âåêòîðà v, îáðàçóþùèå îäèíàêîâûå óãëû ñ ïàðàìè âåêòî-
ðîâ. Òàê êàê óãîë èùåòñÿ òàê cosφ = (a,v)

|a||v| , òî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä
(a,v)
|a||v| =

(b,v)
|b||v| .

Íà |v| ìîæíî ñîêðàòèòü, à ñàìè âåêòîðà a, b, c � ïðèâåñòè ê îäèíàêîâîé äëèíå
(â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü c íà 3). Òîãäà ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå âèäà
(a− b, v) = 0, è, äëÿ äðóãèõ ïàð, (b− c, v) = 0, (c− a, v) = 0. Èñêîìûé âåêòîð áóäåò



óäîâëåòâîðÿòü âñåì òð¼ì óñëîâèÿì, ïîýòîìó åãî ìû íàéä¼ì èç ñèñòåìû
(a− b, v) = 0;

(b− c, v) = 0;

(c− a, v) = 0.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ýòî áóäåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íà êîîðäèíà-
òû âåêòîðà v = (x, y, z), ðåøåíèå êîòîðîé áóäåò íàïðàâëÿùèì âåêòîðîì èñêîìîé
ïðÿìîé.

8. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïîäñòàíîâîê G = S24, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé íà ìíî-
æåñòâå {1, 2, . . . 24} ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà ñî-
õðàíÿåò ÷¼òíîñòü, åñëè ïîñëå å¼ ïðèìåíåíèÿ ê ðàññòàâëåííûì ïî ïîðÿäêó ÷èñëàì
{1, 2, . . . 24} íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ áóäóò ñòîÿòü ÷¼òíûå ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàíîâ-
êà ñîõðàíÿåò êðàòíîñòü òð¼ì, åñëè åñëè ïîñëå å¼ ïðèìåíåíèÿ ê ðàññòàâëåííûì ïî
ïîðÿäêó ÷èñëàì {1, 2, . . . 24} íà ìåñòàõ, íîìåð êîòîðûõ êðàòåí òð¼ì, áóäóò ÷èñëà,
êðàòíûå òð¼ì.

Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ïîäãðóïïå L ïîäñòàíîâîê, ñîõðàíÿþùèõ è ÷¼òíîñòü, è êðàò-
íîñòü òð¼ì?

Îòâåò: (4! · 8!)2

Ðåøåíèå: Ïîäñòàíîâêà èç ïîäãðóïïû L ¾ïåðåìåøèâàåò¿ ñîäåðæèìîå ñëåäóþùèõ 4
ïîäìíîæåñòâ, íå ïåðåíîñÿ ýëåìåíòû ìåæäó íèìè: 1) ×èñëà, îäíîâðåìåííî ÷¼òíûå è
êðàòíûå òð¼ì (òàêèõ 4, 4! âàðèàíòà ïåðåìåøèâàíèÿ); 2) ×¼òíûå, íî íå êðàòíûå òð¼ì
÷èñëà (òàêèõ 12-4 = 8, 8! âàðèàíòîâ); 3) Êðàòíûå òð¼ì, íî íå ÷¼òíûå ÷èñëà (òàêèõ
8 - 4 = 4, 4! âàðèàíòà); 4) Âñå îñòàâøèåñÿ (24 - 4 - 8 - 4 = 8, 8! âàðèàíòà). Âñåãî
âàðèàíòîâ 4! · 8! · 4! · 8!.
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1. Найдите предел

lim
x→0

6 sin(x2)− 6x2 + x6

x
(
ex3 − 1− x3 − 1

2x
6
)

Ответ: 0.3

Решение: Разлагаем функции по степеням:

sin(x2) = x2 − x6

3!
+

x10

5!
+ o(x10), ex

3

= 1 + x3 +
x6

2!
+

x9

3!
+ o(x9).

После подстановок в выражение останется:

lim
x→0

6
5!
x10 + o(x10)

1
3!
x9 · x+ o(x9 · x)

= lim
x→0

6
5!
+ o(1)

1
3!
+ o(1)

=
6 · 3!
5!

=
3

10
= 0.3

2. Посчитайте интеграл ∫
1

x3 + 2x2 + x
dx

Ответ:
ln

∣∣∣∣ x

x+ 1

∣∣∣∣+ 1

x+ 1
+ C.

Решение: Разлагаем знаменатель на множители, чтобы превратить дробь в сумму
элементарных:

1

x3 + 2x2 + x
=

1

x(x+ 1)2
.

Значит, элементарное разложение будет иметь вид

1

x(x+ 1)2
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
.

Ищем A,B,C :
1

x3 + 2x2 + x
=

A(x+ 1)2 +Bx(x+ 1) + Cx

x3 + 2x2 + x
,

то есть
(A+B)x2 + (2A+B + C)x+ A = 1.

Значит, A+B = 0, 2A+B + C = 0, A = 1, откуда A = 1, B = −1, C = −1. Тогда:∫
1

x3 + 2x2 + x
dx =

∫ (
1

x
− 1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2

)
dx =



= ln |x| − ln |x+ 1|+ 1

x+ 1
+ C = ln

∣∣∣∣ x

x+ 1

∣∣∣∣+ 1

x+ 1
+ C.

3. Найдите все решения уравнения (z3 − 1)3 = 8 в комплексных числах.

Ответ:{
3
√
3; ± 6

√
3i; −

3
√
3

2
±

√
3 3
√
3

2
i; ±

6
√
3
√
3

2
+

6
√
3

2
i; ±

6
√
3
√
3

2
−

6
√
3

2
i

}

Решение: Находим кубические корни по формуле Муавра:

z3 − 1 =
3
√
8

z3 =
3
√
8 + 1

z3 =
3

√
3
√
8 + 1

3
√
8 = {2; −1 +

√
3i; −1−

√
3i}

3
√
8 + 1 = {3;

√
3i; −

√
3i}

Извлекаем корни во всех трёх вариантах:

3
√
3 =

{
3
√
3; −

3
√
3

2
+

√
3 3
√
3

2
i; −

3
√
3

2
−

√
3 3
√
3

2
i

}
,

3

√√
3i =

{
− 6
√
3i;

6
√
3
√
3

2
+

6
√
3

2
i; −

6
√
3
√
3

2
+

6
√
3

2
i

}
,

3

√
−
√
3i =

{
6
√
3i;

6
√
3
√
3

2
−

6
√
3

2
i; −

6
√
3
√
3

2
−

6
√
3

2
i

}
.

Вместе эти варианты образуют ответ, у уравнения 9 разных решений.

4. Возьмём «классическую» игральную кость (кубик, на его гранях нарисованы от 1 до
6 точек, всего получается 1+2+3+4+5+6 = 21 точка). Из этих точек наугад выби-
раются две, их стирают. Потом кость бросается. Найдите математическое ожидание
величины «число выпавших очков».

Ответ: 31
6

Решение: Значение складывается из двух величин: «число выпавших очков на нетро-
нутом кубике» минус «число выпавших стёртых точек». Их математические ожи-
дания можно считать по отдельности. Математическое ожидание игральной кости
равно (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)/6 = 3.5. Найдём математическое ожидание числа вы-
павших стёртых точек.
Какие возможны исходы? На кубике 21 точка, из них выбираются 2, это C2

21 = 210
вариантов, и в придачу к этому кость падает на одну из шести граней. Следователь-
но, вероятность конкретного элементарного события равна 1

210
· 1
6
.

Число выпавших стёртых точек может быть 0, 1, 2. Выпишем таблицу. Столбец бу-
дет показывать, какая из граней кубика выпала. Строка — число выпавших стёртых
точек. На пересечении столбца и строки напишем число исходов, которые приводят



к такому событию.

1 2 3 4 5 6

0 : C2
20 C2

19 C2
18 C2

17 C2
16 C2

15

1 : 1 · 20 2 · 19 3 · 18 4 · 17 5 · 16 5 · 15

2 : 0 C2
2 C2

3 C2
4 C2

5 C2
6

Первая строка заполняется так: Если выпала сторона k, то для выбора двух точек
остаются все точки, которые не лежат на этой стороне. Их 21 − k, а вариантов,
соответственно, C2

21−k. Вторая строка заполняется так: если выпала сторона k, то
одну точку надо выбрать на выпавшей стороне (k вариантов), а другую — среди
оставшихся сторон (21− k вариантов). Третья строка заполняется так: если выпала
сторона k, то обе точки надо выбрать на ней, что даёт C2

k вариантов. Сторона 1
исключается, потому что на ней стереть две точки невозможно.
По данным таблицы считаем математическое ожидание:

1 · 1
6
· 1

210
· (1 · 20 + 2 · 19 + 3 · 18 + 4 · 17 + 5 · 16 + 6 · 15)+

+2 · 1
6
· 1

210
·
(
0 + C2

2 + C2
3 + C2

4 + C2
5 + C2

6

)
=

420

6 · 210
=

1

3
.

Значит, ответ равен 3.5− 1
3
= 31

6
.

5. Дана матрица 7 14 −13
1 2 −1
6 12 −12


Найти угол между собственными векторами с наибольшим и наименьшим собствен-
ными значениями.
Собственные значения сравниваются с учётом знака, например, −5 < 1. Так как соб-
ственный вектор может смотреть и вперёд, и назад, в ответе засчитывается любой
возможный из вариантов.

Ответ: arccos 5
2
√
7

(или π − arccos 5
2
√
7
).

Решение: Ищём собственные значения∣∣∣∣∣∣
7− λ 14 −13
1 2− λ −1
6 12 −12− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − 3λ2 + 18λ = −λ(λ+ 6)(λ− 3).

Собственные значения равны −6, 3, 0. Для поиска угла нужны наибольшее и наи-
меньшее, это −6 и 3. Подставив эти значения в матрицу на место λ и решив си-
стему, мы получаем собственные вектора, например (1, 0, 1) и (3, 1, 2). Угол между
векторами ищется по формуле arccos (u,v)

|u||v| = arccos 5√
2
√
14

= arccos 5
2
√
7
, чему и равен

возможный ответ. Другой возможный вариант ответа: π − arccos 5
2
√
7
.

6. Найдите общее решение дифференциального уравнения

y′x lnx− y − 2y−1 ln6 x = 0.



Ответ:
y = ±

√
ln6 x+ C ln2 x.

Решение:
y′x lnx− y = 2y−1 ln6 x/ · y

y′yx lnx− y2 = 2 ln6 x

Замена: y2 = z, 2y′y = z′, замена превращает уравнение Бернулли в линейное:

z′
x lnx

2
− z = 2 ln6 x.

Решаем однородное (учитывая, что x > 0 по условию, и что z = 0 — решение):

z′

z
=

2

x lnx
,

ln |z| =
∫

dz

z
=

∫
2 dx

x lnx
=

∫
2 d lnx

lnx
= 2 ln | lnx|+ c,

итого:
z = c · ln2 x.

Дальше решаем методом вариации постоянной c = c(x):

c′ ln2 x · x lnx
2

= 2 ln6 x,

c′ =
4 ln3 x

x
,

c(x) = ln4 x+ C,

откуда получаем, что

z = ln6 x+ C ln2 x, y = ±
√
ln6 x+ C ln2 x.

7. Дана прямая x−8
7 = y−2

1 = z
2 и плоскость 3x+ 2y + 5z + 5 = 0. Прямая отражается

от плоскости, как от зеркала. Найдите уравнение отражённой прямой.

Ответ:
x− 1

34
=

y − 1

−47
=

z + 2

−127
.

Решение: Для начала найдём, в какой точке происходит отражение, то есть где пря-
мая пересечёт плоскость. Эта точка должна удовлетворять как уравнениям прямой,
так уравнению плоскости, поэтому находится она из системы

3x+ 2y + 5z + 5 = 0,
x−8
7

= y−2
1
,

y−2
1

= z
2
.

Решая систему, получаем точку (1, 1,−2).
Дальше нужно понять, какой у отражённой прямой направляющий вектор. Для это-
го возьмём вектор исходной прямой (7, 1, 2), проведём из его конца перпендикуляр



к плоскости и отложим его дважды. Получившийся вектор будет симметричен ис-
ходному.
Нормаль к плоскости видна из уравнения, это (3, 2, 5). Скалярное произведение на-
правляющей и нормали равно 7·3+1·2+2·5 = 33. Оно положительно, значит вектора
смотрят по одну сторону плоскости. Проекция направляющего вектора на нормаль-
ное направление равна скалярному произведению, делённому на длину нормали, что
будет 33/

√
38. Значит, нужен вектор такой длины, направленный противоположно

нормали (3, 2, 5). Делим нормаль на её длину, умножаем на требуемую длину, затем
на минус единицу, получаем −33

38
(3, 2, 5).

Дважды откладываем от конца направляющего вектора полученный, чтобы по-
лучить зеркальный: (7, 1, 2) − 2 · 33

38
(3, 2, 5) = (68

38
, −94

38
, −254

38
). Впрочем, вектор

(34,−47,−127) будет смотреть туда же.
В конце нужно написать уравнение прямой с таким направляющим вектором, про-
ходящей через точку (1, 1,−2). Получаем ответ:

x− 1

34
=

y − 1

−47
=

z + 2

−127
.

8. Какой порядок у группы поворотов пространства, переводящих икосаэдр в себя?

Ответ: 60.

Решение: Если отметить на икосаэдре грань, а на этой грани выделить вершину,
то новое положение икосаэдра однозначно описывается тем, на какую из 20 граней
пришлась закрашенная, и в какую из трёх возможных сторон на этой грани смотрит
отмеченная вершина. 20 · 3 = 60.
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1. Вычислите предел

lim
x→0

x8

2 cos(x2)− 2 + x4

Ответ: 12

Решение: Разлагаем функции по степеням:

cos(x2) = 1− x4

2!
+

x8

4!
+ o(x8)

После подстановок в выражение останется:

lim
x→0

x8

2
4!
x8 + o(x8)

= lim
x→0

1
2
4!
+ o(1)

=
4!

2
= 12.

2. Найдите неопределённый интеграл∫
1

x3 − 2x2 + x
dx

Ответ:
ln

∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣− 1

x− 1
+ C.

Решение: Разлагаем знаменатель на множители, чтобы превратить дробь в сумму
элементарных:

1

x3 − 2x2 + x
=

1

x(x− 1)2
.

Значит, элементарное разложение будет иметь вид

1

x(x− 1)2
=

A

x
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
.

Ищем A,B,C :
1

x3 − 2x2 + x
=

A(x− 1)2 +Bx(x− 1) + Cx

x3 − 2x2 + x
,

то есть
(A+B)x2 + (−2A−B + C)x+ A = 1.

Значит, A+B = 0,−2A−B + C = 0, A = 1, откуда A = 1, B = −1, C = 1. Тогда:∫
1

x3 + 2x2 + x
dx =

∫ (
1

x
− 1

x− 1
+

1

(x− 1)2

)
dx =



= ln |x| − ln |x− 1| − 1

x− 1
+ C = ln

∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣− 1

x− 1
+ C.

3. Решите систему в комплексных числах:{
|z| =

√
2,

|z − 1| = 1.

Ответ: z = 1± i.

Решение: Её лучше всего решать графически. Первое уравнение даёт окружность
на плоскости с центром в нуле, радиуса

√
2, а второе — тоже окружность, радиуса 1,

но с центром в точке (1, 0). Эти окружности пересекаются в точках (1, 1) и (1,−1).
Переводим точки плоскости в комплексные числа и получаем ответ: z = 1± i.

4. Есть 6 нулей и 3 единицы. Их в случайном порядке записывают в виде матрицы
размером 3 на 3. С какой вероятностью у получившейся матрицы будет ненулевой
определитель?
Ответ:

9 · 4 · 1
3! · C3

9

=
1

14

Решение: Есть 9 мест, на которые можно разместить 3 единички — число возможных
вариантов равно C3

9 = 9!
3!6!

. Сколько способов разместить единицы дадут ненулевой
определитель? Первая единица может выпасть куда угодно — это 9 вариантов. Вто-
рая единица может выпасть куда угодно, кроме занятых первой единицей строки и
столбца (иначе из-за недостатка единиц получится нулевая строка или столбец) —
это 4 варианта. Третья не может попять в уже занятые строки и столбцы, поэтому
ей остаётся единственная клетка. Значит, 9 · 4 · 1 вариантов, и это количество надо
поделить на количество перестановок трёх элементов, 3!, потому что подсчёт вёлся
с учётом порядка, а он здесь не важен. В итоге мы получаем ответ: число матриц с
ненулевым определителем делить на число всех возможных матриц, то есть

9 · 4 · 1
3!

· 1

C3
9

=
9 · 4 · 3! · 6!

3! · 9!
=

9 · 4
7 · 8 · 9

=
1

14
.

5. При каких значениях параметра λ вектора (λ2, 1, 1), (λ,−1, 0), (1, 0, 1) линейно зави-
симы?
Ответ:

λ = −1

2
±

√
5

2
.

Решение: Линейную зависимость определяем с помощью определителя. Когда он
равен нулю? ∣∣∣∣∣∣

λ2 1 1
λ −1 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −λ2 − λ+ 1 = 0.

Остаётся решить квадратное уравнение. Корнями будут λ = −1
2
±

√
5
2
.

6. Найдите общее решение дифференциального уравнения

y′′′′ − y′′ = ex.



Ответ: y = C1 + C2x+ C3e
x + C4e

−x + 0.5xex.

Решение: Это — линейное дифференциальное уравнение высокого порядка с правой
частью специального вида. Решим однородное уравнение. Ему соответствует харак-
теристический многочлен λ4−λ2 = 0. Находим корни: λ = 0, 0, 1,−1. Таким корням,
с учётом их кратности, соответствует решение y = C1+C2x+C3e

x+C4e
−x. Решение

неоднородного ищется в виде Axex (ex соответствует число µ = 1, и среди λ один та-
кой корень есть). Подставляя Axex в уравнение, мы узнаём, что 4Aex+Axex−2Aex−
Axex = ex, то есть A = 0.5. Получаем ответ: y = C1+C2x+C3 cosx+C4 sinx+0.5xex.

7. Дана прямая x−8
7 = y−2

1 = z
2 и плоскость 3x+2y+5z+5 = 0. Прямая ортогонально

проецируется на плоскость. Найдите уравнения спроецированной прямой.

Ответ:
x− 1

167
=

y − 1

−28
=

z + 2

−89
.

Решение: Для начала найдём, в какой точке прямая пересечёт плоскость. Эта точка
должна удовлетворять как уравнениям прямой, так уравнению плоскости, поэтому
находится она из системы 

3x+ 2y + 5z + 5 = 0,
x−8
7

= y−2
1
,

y−2
1

= z
2
.

Решая систему, получаем точку (1, 1,−2).
Дальше нужно понять, какой у спроецированной прямой направляющий вектор.
Для этого возьмём вектор исходной прямой (7, 1, 2) и проведём из его конца перпен-
дикуляр к плоскости. Получившийся вектор будет проекцией.
Нормаль к плоскости видна из уравнения, это (3, 2, 5). Скалярное произведение на-
правляющей и нормали равно 7·3+1·2+2·5 = 33. Оно положительно, значит вектора
смотрят по одну сторону плоскости. Проекция направляющего вектора на нормаль-
ное направление равна скалярному произведению, делённому на длину нормали, что
будет 33/

√
38. Значит, нужен вектор такой длины, направленный противоположно

нормали (3, 2, 5). Делим нормаль на её длину, умножаем на требуемую длину, затем
на минус единицу, получаем −33

38
(3, 2, 5).

Откладываем от конца направляющего вектора полученный, чтобы получить век-
тор спроецированной прямой: (7, 1, 2) − 33

38
(3, 2, 5) = (167

38
, −28

38
, −89

38
). Впрочем, вектор

(167,−28,−89) будет смотреть туда же.
В конце нужно написать уравнение прямой с таким направляющим вектором, про-
ходящей через точку (1, 1,−2). Получаем ответ:

x− 1

167
=

y − 1

−28
=

z + 2

−89
.

8. Чему равно 7−1 в поле Z11?

Ответ: 8

Решение: Умножаем 7 на числа от 1 до 11: это будет 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 77.
Из этих чисел только одно выглядит как 1 + 11 · k. Это 56, 56 = 7 · 8, следовательно
7 · 8 = 1 ( mod 11), поэтому ответ равен 8.
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1. Найдите точки минимума функции

y =
∣∣(x− 3)3 + 1

∣∣− 1.

Ответ: x = 2

Решение: Раскрываем модуль — при x ⩾ 2 получаем y = (x − 3)3, при x < 2 будет
y = −(x−3)3−2. Ноль производной будет в точке x = 3, но это не точка минимума,
потому что производная не меняет знака. Из-за раскрытия модуля выпала точка x =
2, функция в ней не дифференцируема, но при переходе через эту точку производная
меняет знак с - на +. Поэтому x = 2 — точка минимума.

2. Решите в комплексных числах уравнение

|z − 1− i| = |z + 1 + i|

Ответ: z = λ− λi при λ ∈ R.
Решение: Проще всего решать уравнение графически. Если сказать, что

|z − 1− i| = c = |z + 1 + i|,

то мы увидим, что модуль с левой стороны соответствует окружности радиуса c с
центром в 1 + i, а модулю справа, аналогично, соответствует окружность радиуса
c с центром в −1 − i. Точки пересечения этих окружностей будут лежать на сере-
динном перпендикуляре к отрезку, соединяющему их центры. Несложно найти этот
серединный перпендикуляр — им будет прямая z = λ− λi при λ ∈ R.

3. Решите матричное уравнение AX = B, где

A =

−3 4 2
6 −1 0
0 1 2

 , B =

 3 0 1
−3 −2 4
2 −1 4

 .

Ответ:

X =

− 8
15

−1
3

3
5

−1
5

0 −2
5

11
10

−1
2

11
5


Решение: Если AX = B, то X = A−1B.

X =
1

30

 2 6 −2
12 6 −12
−6 −3 21

 ·

 3 0 1
−3 −2 4
2 −1 4

 =

− 8
15

−1
3

3
5

−1
5

0 −2
5

11
10

−1
2

11
5





4. Жаба умеет прыгать на случайное расстояние ξ, где 0 ⩽ ξ ⩽ 1, и ξ распределено
равномерно между 0 и 1. Жаба три раза прыгает в одну сторону (длины прыжков
независимы друг от друга). С какой вероятностью она окажется на расстоянии,
которое больше 1, но меньше 2?

Ответ: 2
3

Решение: Здесь нам тоже поможет графическое представление. Результаты трёх
прыжков можно представить в виде куба со стороной 1, где точка с координата-
ми (x, y, z) значит, что длина первого прыжка x, второго y, а третьего z. Каж-
дая координата принимает значения от 0 до 1. Рассмотрим случаи x + y + z = 1,
x + y + z = 2. Геометрически это две параллельные плоскости, проходящие че-
рез куб. Первая плоскость проходит через вершины (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), вторая
— через (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1). Вероятность пройти от 1 до 2 равна объёму куба,
оставшемуся между плоскостями. Найти его проще от обратного — отняв от объёма
куба объёмы двух треугольных пирамидок, отсечённых плоскостями. Несложно за-
метить, что объём каждой равен 1

3
·1 · 1

2
(1
3

из формулы объёма пирамиды, основание
— половинка грани куба площадью 1

2
, а высота — ребро куба, длиной 1). Итого, в

ответ идёт число 1− 1
6
− 1

6
= 2

3
.

5. Найдите неопределённый интеграл ∫
dx

sin3 x

Ответ:
1

4

(
ln

∣∣∣∣1− cosx

1 + cos x

∣∣∣∣− 2 cosx

sin2 x

)
Решение:∫

dx

sin3 x
=

∫
sinx dx

sin4 x
= −

∫
d cosx

sin4 x
= −

∫
d cosx

(1− cos2 x)2
= −

∫
d cosx

(1− cosx)2(1 + cos x)2

Обозначаем cosx как t и продолжаем:

−
∫

dt

(1− t)2(1 + t)2
.

Раскладываем дробь на элементарные:

−1

(1− t)2(1 + t)2
=

A

(1− t)
+

B

(1− t)2
+

C

(1 + t)
+

D

(1 + t)2

Если привести дроби справа к общему знаменателю и сложить, в числителе будет

A(1− t)(1 + t)2 +B(1 + t)2 + C(1 + t)(1− t)2 +D(1− t)2 =

= (−A+ C)t3 + (−A+B − C +D)t2 + (A+ 2B − C − 2D)t+ (A+B + C +D)



Получаем такую систему: 
A+B + C +D = −1,

A+ 2B − C − 2D = 0,

−A+B − C +D = 0,

−A+ C = 0.

Её решение A = −0.25, B = −0.25, C = −0.25, D = −0.25. Получаем интегралы

−1

4

(∫
1

1− t
dt+

∫
1

(1− t)2
dt+

∫
1

1 + t
dt+

∫
1

(1 + t)2
dt

)
=

−1

4

(
−
∫

1

1− t
d(1− t)−

∫
1

(1− t)2
d(1− t) +

∫
1

1 + t
d(1 + t) +

∫
1

(1 + t)2
d(1 + t)

)
=

−1

4

(
− ln |1− t|+ 1

1− t
+ ln |1 + t| − 1

1 + t

)
=

=
1

4

(
ln

∣∣∣∣1− t

1 + t

∣∣∣∣− 2t

1− t2

)
= (обратно меняем t на cosx) =

1

4

(
ln

∣∣∣∣1− cosx

1 + cos x

∣∣∣∣− 2 cosx

sin2 x

)
.

6. Решите дифференциальное уравнение

xy′ =
√

4x2 − y2 + y.

Ответ: y = 2x sin (ln |x|+ c) ; y = ±2x

Решение: Уравнение однородное, проводим замену z = y
x
.

xy′ =
√

4x2 − y2 + y,

y′ =

√
4− y2

x2
+

y

x
,

z′x+ z =
√
4− z2 + z,

dz√
4− z2

=
dx

x

arcsin
z

2
= ln |x|+ c

y = 2x sin (ln |x|+ c) ;

В процессе мы делили на
√
4− z2, так что проверяем, решения ли z = ±2, y = ±2x.

7. Дана плоскость 4x + 2y + z = 0 и вершины треугольника (1, 2, 3), (0, 1,−1), (7, 0, 0).
Треугольник ортогонально проецируется на плоскость. Найдите площадь его про-
екции.

Ответ: 33√
21

Решение: Можно искать вручную проекции этих точек на плоскость, а можно посту-
пить иначе. Площадь проекции будет равна площади самого треугольника, умножен-
ной на косинус угла между плоскостью-треугольником и плоскостью-экраном. Этот
угол равен углу между нормалями к этим плоскостям. Ищем векторное произведе-
ние векторов-сторон треугольника: v1 = (1, 1, 4), v2 = (7,−1, 1), v1 × v2 = (5, 27,−8).



Так как векторное произведение даёт площадь параллелограмма, а не треуголь-
ника — поделим вектор пополам. Итак, вектор (2.5, 13.5,−4). Нормаль к плоско-
сти равна (4, 2, 1). Чтобы получить площадь проекции, нужно скалярно перемно-
жить эти два вектора, поделив на длину второго, нормали к плоскости. Получается
(10 + 27− 4)/

√
21 = 33√

21
.

8. Имеется M точек A1, A2, . . . , AM , никакие три из которых не лежат на одной прямой.
Сколько существует разных способов провести N отрезков с концами в отмеченных
точках (в зависимости от N и M)? Отрезки могут пересекаться и иметь общие
концы.

Ответ: CN
C2

M
.

Решение: Отрезок может соединять две точки из M , это C2
M возможных мест. Теперь

из этих мест нужно выбрать N занятых, получится CN
C2

M
.
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